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Resumen:

Se presenta aqui un trabajo donde se estudia los residuos de la funcion compleja

Ez) = % que se define como operador complejo de un proceso autorregresivo de
P LS

orden p, con polinomio autorregresivo en variable compleja fp?,[z}. Se encontrd que

los residuos de ¢(z) tienen mddulo mayor que % cuando el proceso AR(p) cumple
B

ciertas condiciones de estacionariedad. Ademas, se define la variable aleatoria S,
“suma de los moédulos de los residuos de la funcién £(z) asociada a un proceso
AR(p)” y se determind que 53> 1 bajo iguales condiciones. Se establecen
propiedades que prueban lo observado y se determind que 5 tiene una distribucién
de Pareto con parametros # =1y x, =1 para el caso AR(1}y §# =14 y x, =1 para
procesos AR{Z]. Se concluye que el estudio aporta informacion complementaria
sobre la estacionariedad de los procesos autorregresivos abriendo una linea de

trabajo alternativa.

! Este trabajo de investigacion es parte de la continuacién de las lineas de estudio
derivadas de los articulos “Aplicacion de los Modelos Autorregresivos Integrados de Media
Movil (ARIMA) a las Series de Precipitaciones de Lluvia” (2015, RInCE, 6(12)) y “Estudio
de la Varianza de los Errores de Modelos ARIMA Asociados a Series de Precipitaciones:
Modelos ARCH/GARCH” (2017, RInCE, 8(15)), debidamente citados en la bibliografia.

2(1) Guillermo Daniel Scheidereiter, Facultad Regional Concordia, Universidad
Tecnoldgica Nacional, correo de contacto: danielscheidereiter@gmail.com ; (2) Omar
Roberto Faure, Facultad Regional Concepcion del Uruguay, Universidad Tecnoldgica
Nacional, correo de contacto: ofaure@frcu.utn.edu.ar
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Palabras Claves: Residuos de funciones complejas, Modelos

Autorregresivos, Estacionariedad, Distribucion de Pareto, Analisis Complejo.

Title: Application of the Theory of Residues of Complex Functions to

Autoregressive Models. Examples in Econometrics.

Abstract: We present here a work that studies the residuals of the complex

function{[zj=ﬁ that is defined as a complex operator of an
b=

autoregressive process of order p, with autoregressive polynomial in complex

variable ¢,(z). It was found that the residuals of {(z) have a modulus greater

than i when the AR(p) process meets certain stationarity conditions. In

addition, we define the random variable §, "sum of the modules of the
residuals of the function £(z) associated with an 4&(p) process” and it was
determined that 5 = 1 under the same conditions. Properties that prove the
observed are established and it was determined that the random variable 5
has a Pareto distribution of parameters # =1 and x, =1 for the case AR(1)
and #= 14and x,=1 for AR(2) processes. It is concluded that the study
provides complementary information on the stationarity of autoregressive
processes, opening an alternative line of work.

Key words: Residues of complex functions, Autoregressive Models,

Stationery, Pareto distribution, Complex Analysis.

Titulo: Aplicacdo da Teoria dos Residuos das Fungdes Complexas dos

Modelos Autorregressivos. Exemplos em Econometria.

Resumo: Apresenta-se aqui um trabalho onde se estuda os residuos da

funcao complexa &z =ﬁ que define-se como operador complexo de um
P

processo autorregressivo de orden p, com polinOmio autorregresivo em
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variavel complexa ¢,(z). Encontrou-se que os residuos de ¢(z) tém mddulo

maior que * quando o proceso AR(p) cumpre certas condi¢des de
u

estacionariedade. Além disso, se define a variavel aleatdéria S 'soma dos
modulos dos residuos da funcao ¢(z) associada a um processo AR(p)' e
determinou-se que 5S> 1 baixo iguais condicdes. Se estabelecem
propriedades que provam o0 observado e se determinou que 5 tem uma
distribuicdo de Pareto com parametros #=1 e x,=1 para o0 caso AR(1) e
=14 e x,=1 para processos AR(2). Se conclui que o estudo contribui
informacao complementaria sobre la estacionariedade dos processo
autorregressivos abrindo uma linha de trabalho alternativa.

Palavras chaves: Residuos de funcdes complexas, Modelos
Autorregressivos, Estacionariedade, Distribuicdo de Pareto, Analises

Complexos.

Desarrollo
Eleccion del Tema:

Considérese un modelo autorregresivo de orden p, AR(p), con ecuacion:

Ye=at @ ¥, gt gyt t 45?;}":—?; +4, (1)

donde 4. es un proceso de ruido blanco con media cero, ¢;.,¢;....¢, son los
coeficientes del modelo y « es la constante. La ecuacion (1) puede escribirse
(Shumway & Stoffer, 2011):

ye—a=¢ (¥4 —alt+ ¢ (¥, —a)+ -+ ‘f’p[}’:—p - rx:I + 4,

Haciendo w, = ¥, — & resulta:

W, = @y Wg t Gw,_, t ot dyw,, + A, (2]

Utilizando el operador de retardos, B%w, =w,_, cond € Z.,, queda:

(1—¢B— ¢, B ——¢,B"Jw, = 4, (3)

donde ¢,(B)=1—¢,B—¢,B° —-—¢,B” es el polinomio autorregresivo de orden
¥, que convenientemente puede escribirse en términos de la variable compleja =:
@,lz) =1 —¢z —pyz? = P27 (4)
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Considérese ahora el operador complejo del modelo que se obtiene de (3]:

1
(2]

1 =gz —pz? — - —p,z?

a los ceros del polinomio complejo ¢,{zJ. Estos ceros seran

¢lz) =

y némbrese z4,z;, .., Z,

los polos de €z} que tendrd una representacion en serie de Laurent y un residuo
cfl para j=1,..,p en cada polo. Cada modelo autorregresivo de orden p tendra

asociado un operador £(z) con p residuos y, por lo tanto, se propone en este

trabajo, estudiar el comportamiento de estos residuos.

Definicion del problema:

i

El objeto de estudio seran los residuos ¢, para j = 1,..,p del operador complejo

definido en (5). Mediante las técnicas del Analisis Complejo y la Teoria de
Probabilidades, y considerando a cada cfl como una variable aleatoria, se intenta
conocer cual es el comportamiento de estos objetos cuando el proceso
autorregresivo es estacionario y si puede hallarse una variable resumen para los
residuos del operador ¢(z) (entendida ésta Ultima como una variable aleatoria que
depende de los parametros ¢,, ¢......¢$,), tal que la misma siga una distribucién de

probabilidad conocida.

Antecedentes (marco teodrico conceptual):
Como se menciona en el parrafo anterior, se utilizara técnicas de Analisis Complejo
y Teoria de Probabilidades, por lo que se introduce brevemente algunos de los
conceptos y resultados que dan marco a los desarrollos que seguiran. Los detalles y
demostraciones pueden consultarse en la bibliografia citada al final del documento.
Parte 1. Un conjunto abierto’ & en el plano complejo es conexo si en cualquier
division del mismo en dos subconjuntos no vacios disjuntos &; y &, al menos uno
de estos conjuntos contiene un punto de acumulacién” del otro conjunto
(Markushevich, 1970). Un conjunto abierto y conexo es un dominio (Churchill &
Brown, 1992).
Por otro lado, la ecuacién de un arco ¥ en el plano complejo estd dada por
z(t) = x(t) + iy(t) donde a =t < b y x(t],¥(t] son funciones continuas. Un arco es
4
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simple, o arco de Jordan, si z{t,) =z(t,) solo para t; = t,. Un arco es una curva
cerrada si sus puntos finales coinciden z(&) = z( &) (Ahlfors, 2013). Una curva ¥ es
regular a trozos en [a, b] si posee derivada acotada en todo [a, 2] excepto (quizas)
en un numero finito de puntos (Apostol, 2009).

Sea f(z) una funcidn analitica™ en un dominio anular r < |z—z,/ <R, y sea ¥
cualquier contorno cerrado simple en torno de =z, orientado positivamente,
contenido en ese dominio. Entonces, en todo punto z de ese dominio, fiz) admite

la representacion en serie:

[ra]

f@= ) e-z" (6

n=—oo

donde

1 flzlds

amt J, (2 —z, 7+

(m=0,+£1,%2,..7 (7)

Cn

La forma (&) se llama serie de Laurent (Churchill & Brown, 1992).

Ademas, si f es una funcién analitica en |z —z,| < E, se dice que f tiene en z, un
cero de orden m si fiz)=1(z —z,)™g(z), donde g es analitica en z, y glz,) = C.
Considérese ahora una funcidn que es analitica en un entorno de z, excepto
posiblemente en el mismo z, Esto es, fiz) es analitica en la regidén 0 < |z — z,| < R.
El punto z, es llamado una singularidad aislada de f(z). Si lim,_,_ f(z) = oo, se dice
que el punto z; es un polo” de f(z) (Ahlfors, 2013).

El coeficiente ¢_; que multiplica a {z — z,)~* en el desarrollo dado en (&) para f(z),

que se obtiene de (7} haciendo n = —1, se llama residuo de f en zy
1
ey =Res f =5 | FlAds (®)
E=E, Tl ¥

Si ¥ es una curva cerrada regular a trozos cuya grafica no contiene a z,, entonces

( j_iJ’ dz 5
Y. Za _Em' y £ Zp [::I

se llama numero de giros (o indice) de ¥ con respecto a z,;. Supdngase, por otro
lado, que fiz) es analitica en un disco abierto &, y sea ¥ una curva cerrada en ese

abierto. Para algun punto z; que no pertenece a ¥
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1 flzldz
rirzfte =5n | 5 a0

donde n(y, z,) estd definido por (%) CITATION Ahl13 \l 11274 | (Ahlfors, 2013)%.

Cuando ni¥, z,) = 1, se obtiene la forma de uso mas frecuente:

1 flzld=
fed=3m] Ton (D

En Analisis Complejo, (10} y (117, se conocen como la férmula integral de Cauchy.
Parte 2. Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion gamma con
parametros &« y (& > 0y {8 == 0) si X tiene una distribuciéon continua cuya funcion
de densidad de probabilidad fix|e, ) se especifica como sigue (Degroot, 1988):

B®
flxla B) = {M(e) "

2-1,—Fx para x = 0, (12)

O para x =0,
donde I'a) = fumx‘”‘le‘” dx, es la funcidn gamma definida para « = 0. Una variable

aleatoria X con una distribucion gamma de parametros & = 1 y %, se dice que tiene
una distribucién exponencial con parametro f:

fe P parax =0
O para x = 0.

Fxi) = (15)

Por otro lado, una variable aleatoria X tiene una distribucion de Pareto con
pardmetros x; y £ (x; =0y f = 0} si X tiene una distribucidén continua cuya funcién

de densidad de probabilidad f(x|x, ) es la siguiente (Degroot, 1988):

pxb .
Flxlxg f) = opa PATEX = X0 (14)

O para x << x,

Ademas, el estimador de maxima verosimilitud para £ en la distribucidon de Pareto,
conocido x;, viene dado, para una muestra aleatoria de tamafo n, por (Johnson &
Kotz, 1970):

§=n[i ln(f—;) (15)

Si la variable aleatoria X se distribuye segun una distribucion de Pareto con

parametros x5 y {5, entonces la variable W = 2f1In (;) tiene una distribucién

Q
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v . 1 . .
exponencial’ de parametro f§ = 5 lo que es equivalente a una gamma de parametros

1
oy

a=1yf=
Justificacion:

Considérese un modelo autorregresivo de orden p, AR{p]}, de la forma
Ye=at @iy, gt gyt 0t ‘!ﬁ-pyr—*p + 4, (16}
donde {3} es un proceso estacionario", ¢,¢,.....¢, son constantes (¢, # 0},

a=p(l—¢, —¢, ——¢,) con i siendo la media del proceso y {4,}~iid(0,a?). Se
considera el modelo escrito en la forma dada en (2). El proceso es estacionario
cuando las raices de la ecuacion 1_¢12_¢222_____¢pzp:@ estan fuera del

circulo unitario (Wei, 2006). De (5] y de (&) es claro que:

ol =Reslz) = ! f 4z
-1 z:zJ: 2Tl ¥ _qbp (_% + %lz 4+ 4 Z?J)
» »
= i (17)
Cemid, (L . $
Yi —gy (% o 4 s Z?’)

donde, para j=1,..,p ¥; es un contorno cerrado simple que contiene a z; y se
denota por cfl al residuo de ¢(z) en el polo z;. Es inmediato que cfl depende de los
pardmetros ¢y, ¢y,...¢, donde ¢; =1, pues cada polo z; de {(z) es un cero de
Pylz) =1 —¢yz — Pzt — e — $,27. De la teoria de polinomios de variable compleja,
#p

se sabe que (Rey Pastor, Pi Calleja, & Trejo, 1952), si = % para n natural y

M = 0, suficientemente grande, existe alguna raiz z; de ¢,(z) tal que |z;| > M, donde
¢s = 1. y un residuo que tiende a cero. Por otro lado, si las razones de los &
primeros coeficientes @, ¢,_1, $y_2 .., p_ny1 al Ultimo, ¢,. tienden a cero, hay &
raices que tienden a infinito. De (17}, |¢/ | se hard mas grande que algin N =0
cuando los parametros ..., ¢, tiendan a cero simultaneamente (puntualmente ¢,
tiende a cero pero ¢, #0), pues z,...,z, tienden a infinito. Alternativamente, si

by

ry < £ para n natural y £ > 0, suficientemente pequefio, existe alguna raiz z; de

@,(z) tal que |z <& donde ¢, =1. Ademas, si las razones de los % dltimos
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coeficientes ¢, ¢4.....¢,_4 al primero, ¢, tienden a cero, hay k raices que tienden a
cero. Por lo que |¢/ || < &, para § = 0 y tan pequefio como se desee, siempre que los
parametros ¢,,....,¢, superen en modulo a cierto ¥ > 0. En términos intuitivos,
cuanto mas se aleja un modelo AR(p) del equilibrio estacionario, el médulo de los
residuos de ¢&(z) tiende a cero. Estos resultados hacen presumir que hay

caracteristicas que observar de los residuos de ¢iz) y, por lo tanto, justifican la

necesidad de estudiarlos.

Limitaciones:

El presente trabajo busca explicar el comportamiento de los residuos del operador
complejo definido en {5}, asociado a un modelo autorregresivo de orden p. Ademas,
se propone determinar como se distribuyen estos residuos sélo cuando el proceso
autorregresivo es de orden 1 y 2 y cumple ciertas condiciones de estacionariedad.
No se extiende el estudio probabilistico a modelos de orden superior a 2. Tampoco
se generalizan conclusiones a procesos mas generales que los autorregresivos ni se
establecen métodos de contrastes de estacionariedad, que permitan obtener una
prueba para decidir cuando un determinado conjunto de datos proviene de un

proceso estacionario.

Alcances del Trabajo:

El interés aqui es, principalmente, conocer el comportamiento ergddico de los
residuos cflJ para i = 1,...p, del operador complejo {(z), asociado a un proceso
autorregresivo estacionario de orden p. Se proponen propiedades que fundamentan
lo que se observa sobre el comportamiento de estos residuos, y se busca, mediante
las técnicas de bondad de ajuste, la distribucidn de probabilidad de una variable
que resuma la informacién que aportan los residuos de ¢({z) cuando el proceso

autorregresivo es de orden 1y 2.

Objetivos:
El objetivo principal es observar los patrones de comportamiento de los residuos del

operador complejo £(zJ) asociado a un proceso autorregresivo estacionario de cierto
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orden p y establecer las condiciones que fundamentan tales observaciones. Por otro
lado, se busca obtener la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
resumen de los residuos de ¢(z], cuando el orden de autorregresividad es 1y 2, a

los efectos de estudiar cdmo se distribuye esta variable.

Hipoétesis:
Se proponen tres hipotesis de estudio. I. Dado un proceso AR(¥) estacionario, tal
que ¢, es significativamente distinto de cero, |qb?,|+---+|qb1| =1, y las raices

Z4,23,..,Z, del polinomio :;3?,(2] tengan orden de multiplicidad igual a uno, el moédulo

de cada residuo de ¢(z) es mayor que i. II. Bajo las mismas condiciones de la

hipotesis I, la suma de los modulos de los residuos del operador complejo £iz), es
mayor que 1. III. La distribucién de probabilidad de la variable aleatoria “suma de
los médulos de los residuos de £(z)” cuando el proceso tiene 6rdenes 1y 2, es una
distribuciéon de Pareto con cierto parametro de forma ff y pardmetro de situacion

x; =1

Material y Métodos:

Parte 1. Se considera a los residuos del operador complejo ¢(z) definido en (5]
como una variable aleatoria cuyos valores se obtienen generando parametros
aleatorios ¢,..., ¢, que producen modelos autorregresivos estacionarios. En efecto,
para cada modelo generado, existe una funcidn distinta ¢(zJ que tiene sus polos en
los ceros del polinomio ¢,(z) y una serie de Laurent asociada a cada polo.
Utilizando un software de céalculo computacional se determina los residuos en los
polos de cada &iz) obtenida y se grafica los mismos en el plano complejo, con el
propdsito de observar sus patrones de comportamiento.

Parte 2. Se define la variable aleatoria “suma de los mddulos de los residuos del

operador complejo £(z) de un proceso AR(p)”, que en adelante se llamara S. Por

ejemplo, si el proceso es un AR(1), entonces 5= |c_;|, donde &(z) = con

1
1-th, =
|| << 1. En el caso de un proceso AR(Z), serd S§=|ci,;|+|c2,l, donde

fz)=———— vy para un AR(3), §=|c |+ |e?,|+|c%,], etc. Se estudia la
1—gh E—thp =
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distribucion de probabilidad de la variable aleatoria 5 para procesos AR 1) y AR(Z2],
a partir de la generacidén de parametros aleatorios, tal que para un AE{1), ¢l <1y
¢, =0, y para un AR(2), ¢, y ¢. satisfacen la condicion de que ¢, es

significativamente distinto de cero, ¢, <1 y |¢,|+ ¢, | =1. Se grafican los

histogramas de probabilidad para la transformaciéon W = 2 1n (xi) en cada caso y

a

se realiza una prueba de bondad de ajuste sobre la variable aleatoria 5 basada en
el estadistico de Kolmogorov-Smirnov, para contrastar la hipétesis nula en la que
se propone para S§ una distribucion de Pareto con parametro de forma £ que se

estima mediante (15) y pardmetro de situacion x; =1,

Resultados:

Parte 1. Mediante la generacion de parametros aleatorios ¢,....,$,, que satisfacen
la condicién de que ¢, es significativamente distinto de cero, |@,| + =+ l¢,] < 1, y
tal que las raices z4,z,,..., 2, del polinomio -rp?,{z) tengan orden de multiplicidad igual
a uno, se observa, para mas de 1000 grupos de coeficientes generados para
modelos AR{1), AR(2) y AR(3), que la variable aleatoria S tiene un valor frontera
que es 1. Concretamente, § > 1. Bajo iguales condiciones, los siguientes graficos
muestran la geometria que revelan los residuos de la funcidn compleja ¢z} definida
en (5). Los puntos azules corresponden a cien residuos (reales y complejos) de &(z)
generados a partir de coeficientes aleatorios, ¢, ¢., para el caso AR(Z) y ¢, &2, ¢y
para el caso AE(3). Cuando el proceso es un AR{Z], los residuos no ingresan a una

. . . .1 .
circunferencia centrada en el origen de radio 7, mientras que para un proceso AR(3),

. . . . . 1
se mantienen fuera de una circunferencia con centro en el origen de radio 7

Ademads, es posible observar mayor densidad de residuos en las regiones

/ . 1 .
concéntricas 0,5 < |z| =1 y =< |z| < 1, respectivamente, que en el resto del plano

complejo. El caso AR{ 1] es inmediato, pues |c_,| = I:;L_I =1 (| = 1)
1

10
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Grafico N°1: Representacion de los residuos.

Representacion de los Residuos - AR(2)- n=100 5 Representacion de los Residuos - AR(3) - n=100
2 [¢]
2 § 2r
(o]
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o
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8
[o]
(o]

Eje x Eje x
En base a estas observaciones para el operador complejo ¢(z), cuando el proceso
autorregresivo asociado al mismo es estacionario de orden p, con polinomio
autorregresivo en variable compleja @,(z) =1 — ¢z —¢z° ——¢,z%, tal que
|#,| + -+ .| <1, ¢, es significativamente distinto de cero y las raices zy,z, .., z,
tienen orden de multiplicidad igual a uno, se tiene el siguiente resultado:

vii

Supdngase que 1 es un dominio simplemente conexo" y que ¥ es un contorno

cerrado simple en Il que encierra a los ceros de qa?,{zj y al circulo unidad.

Sit(z) = ﬁ es analitica en 11 excepto en los ceros de ¢,(z], entonces
il

1 .
; = |cJ—11| (18)

donde ¢/, (f=1,..,p) son los residuos de £(z) en los polos z,.

En efecto, supdéngase que (.5 ....C, son
circunferencias con centro en los polos simples
zy,25, .., Z, de £(z), respectivamente, totalmente

contenidas en el contorno cerrado simple ¥, que
contiene dentro de si al circulo unidad, y tal que
cada C; para j=1,..p tiene un radio &;

suficientemente pequefio como para garantizar

que las circunferencias  €y.C;, .., C, son

11
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mutuamente disjuntas. La integral de €(z) sobre cada C; esta dada por:

dz dz
dz = =
J;:j = J;:J- 1=z —pyz? — o — ¢, z? J;:j _‘f-‘p':z_zﬂ-“[z_zj:]'“[z_zp:l

El integrando puede escribirse convenientemente para obtener:

1
R e

Z— E

| - —

L L ¥
1

—thy (z—zij...(z—zﬂj

donde g,(z) = y tal que z interior a ¥ pertenece a una regién donde

no hay singularidades de gj-[zj. Por otro lado, sea m,m, un segmento que une dos

VIII

puntos m, y m,, con k = k, que estan sobre ¥ . Sea d = max{|mm,m, |}. Entonces
1 _ 1 - 1 . 1
_qb'p{z_zlj"'[z_z‘.ﬂ] |gbﬂ|.|z—zll...|z—z?,| |'=1'J"¢:|"::'I“":JI |¢ﬁ|'dﬂ_1l

Puesto que™ |¢,| < 1, resulta:

8,1"  _ fle, N
|gj-[zj| > |¢,p|.d?’_1 A\

w—1
, & .
Ademas, max, (l—dﬂl:] =1 y se alcanza para p =1 En efecto, la sucesién

6,2)| =

-1
é .p
{xﬂ}={(|—}|) } es una sucesidén acotada, pues |x, |=‘~i‘ —

porque |¢,| < 1.

{2;_1} =1 y los términos de

, 1
Ademas, d = 2, por lo que |x,| < ‘Eﬂ—_i

. ’ . .7 1 111
{x?,} estan acotados por los términos de la sucesion {zﬂ-i}:{l’?l’ﬁ'”}‘

e
resulta max ( ) = 1. Entonces,
?_‘J d

1 = |4g_;l'|:z:||1
cualquiera sea z en el dominio de g;. En particular, para z; se cumple:
1< |9'}'(zj:||'

Como

1 |
g;(z;) = EL &zl dz = §:e£§ fz)=cl,

12
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Se obtiene:
1< led,] (19)
Que es (18) conp = 1.

Se probara ahora la siguiente proposicién: si |g}.[zj|::=%, para heEN y j=1,.,h

entonces |g,(z)| = =

=h+ 1 Como

Supdngase que existe algin ; tal que |g,(z)| = —— Entonces, ) ( e

= h. Por lo tanto, |g;(z]| 5% lo que

h+ 1 es el siguiente de h, se cumple que =
|gI(zJ|

contradice la hipdtesis.

Luego,

|gf|:zj| h+1

En particular,

: 1
(el = et > (20)
De (19), t < |c/,| para »p =1. De (20), si i::: |c?,|. entonces i:‘: |2, ]. Por el

principio de induccidn, para cualquierp e Ny j=1,...p

1
—~=::|r:
o

Es inmediata la siguiente proposicién:

Los residuos cfl (i = 1,...p), del operador complejo &z} = —— satisfacen:

( ]
,
D3 CARNEE
=1

. . . 1
Esta desigualdad no requiere demostracién, pues |¢1,| + [¢Z,] + -+ |cf1| = P = 1.

Parte 2. Los siguientes graficos corresponden a los histogramas de probabilidad de

la variable aleatoria W=2;{?in(§), para n = 1000 conjuntos de parametros
a

aleatorios para modelos AR(1) y AR(2}, En cada caso, se adjunta una tabla con la
prueba de bondad de ajuste de Ko/mogorov-Smirnov sobre la variable 5§ a un 0,05

de significancia.
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Grafico N°2: Histograma y Bondad de Ajuste. Caso AR{1).

Histograma para la transformacion w de un AR(1)

Modelo AR(L)
0zs Bondad de Ajuste | Hp:5 ~ Fareto(1,1)

Tamafo de Muestra| 1000
K-S 0,003

a0 |
005 '; Valor Crl,tiCO 0,0430
0,00 H_n—u—u_—.

0 1 2 35 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
w

Densidad

Para un proceso 4R{1), mediante (15) se obtuvo # =1 y por (21), se propone como
parametro de situacién x; = 1. Puesto que el estadistico de Ko/mogorov-Smirnov,
K — %, es menor que el valor critico obtenido por tabla, se determina que no existe
evidencia suficiente para rechazar la hipétesis de una distribucion de Pareto de
parametros de situacion x; =1 y de forma £ =1 para la variable aleatoria 5, a un

nivel de significancia de 005, Es inmediato que la  variable

W=2fIn (;—D) o gammrx(l,?) que es una distribucién exponencial de parametro 5

Grafico N°3: Histograma y Bondad de Ajuste. Caso 4R(2].

Histograma para la transformacion w de un AR(2)

0.3

o Modelo AR

oz Bondad de Ajuste | Hy:S ~» Pareto(14; 1]
% s Tamafno de Muestra| 1000

o0 ‘ K-S 0,024

iz h' Valor Critico 0,0430

0,00 -_-—u. — .

0 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 1 12 13 14
w

Empleando (15) se estimo, en el caso AR(2]), un pardmetro de forma fi = 1,4 para la
distribucién de Pareto y se tomd como parametro de situacion x; = 1. El estadistico
de Kolmogorov-Smirnov es inferior al valor critico obtenido y, por lo tanto, se
concluye que no existe evidencia suficiente para rechazar la hipdtesis nula a un 0,05

de significancia.
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Discusion:
Sobre lo desarrollado en las paginas anteriores, caben algunas consideraciones de
interés. El siguiente grafico muestra la evolucion del precio del Ddlar (oficial) en

Pesos Argentinos desde inicios de 2016 hasta julio de 2018.

Ewolucion del precio del délar en pesos argentinos

30

28 | | | Ih}m-

% b
24 1

22 J

.| MJH

L L . L . L
abr. jul. oct. 2017 abr. jul. oct. 2018 abr.

Precio en pesos

Sobre este conjunto de datos, se define la variable “logaritmo de la evolucion del
precio del ddlar en pesos argentinos” y teniendo en cuenta la metodologia ARIMA
se introduce un orden de diferenciacion regular y una estructura autorregresiva
regular de orden ¥ = 2. En base a los criterios de informacion de Akaike, Bayesiano
de Schwarz y de Hannan-Quinn y de la informaciéon que aportan los correlogramas
de las funciones de autocorrelacidon simple y parcial, se descartan 6rdenes de media
movil para la parte regular y de autorregresividad y media mévil para la parte
estacional. Se estima el siguiente modelo escrito en términos del operador de
retardos:

(1—B)(1— 02677288+ 0,143342B%)y, = 4,

El operador complejo de la estructura autorregresiva, sin tener en consideracion el

factor asociado a la diferenciacion regular, es
1
— 0267728,z + 0,143342.2°

£z) =+
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Es facil determinar, cuando @,(z) =1 — ¢,z — ¢, 27, los residuos de £(z) a partir de

thy + [ ]ty

que sus polos seran z; = B T— para i=1,2 y
2

Res flz) = cfl = limzﬁzjlzz — z}-jl £z Asi:

z=zj

1
L2=i

T el r g,

Por lo tanto, los residuos de &z} serdn ¢

Ly

“¢ = +1,4118i. Esto implica que el valor

observado para la suma de los médulos de los residuos es & = [e1,] + |¢2,] = 2,58237.

Puesto que la variable § sigue una distribucion de Pareto, la variable aleatoria

W=2£1n(§) sigue una distribucion exponencial de parametro 05 y puede
o

2,8237

obtenerse el transformado del valor observado, W = 2.1,4. ln( ) = 2,9085. Por lo

tanto, P(W = 2,9085)= 07662 lo que pesa a favor de la suposicion de
estacionariedad para la estructura autorregresiva asociada al operador £(z].

Por otro lado, supéngase que se considera los dos primeros retardos de la funcion
de autocorrelacidon de la serie correspondiente a los valores trimestrales en millones
de pesos a precios del 2004, del Producto Interno Bruto de Argentina, desde el

primer trimestre de 2004 hasta el cuarto trimestre de 2017”:

RETARDO FAC FACP Estad-Q. [valor pl
10,7221 #*%%= (Q,7221 %% 30,7894 [0,000]
20,6883 #%% (0, 3488 w4 59,2877 [0,000]

Si se presume una estimacién por el método de momentos para los coeficientes ¢,
y ¢, de un posible AR(2) como modelo candidato a recoger la estructura
autorregresiva del proceso, se obtiene ¢, 21,2191 y ¢, = 1,2097 y el operador

complejo estimado es
1

¢z =1 1,2191.z — 1,2097. 22

Los  residuos son ¢’ =+03976. En  principio, obsérvese  que
S=lct|+ 12,/ =07952 <1y || < 05 lo que contradice lo establecido en (21) y

(18), respectivamente. Ademéds, el valor observado para la variable W es
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W =2.14.1In (”952)

= —0,6417 y, por lo tanto, P{W = —0,6417 ) = 0. Esta serie es un

clasico ejemplo de un proceso no estacionario.

Como ultima observacion, es de interés mencionar que si se tiene un paseo

. . . 1 .
aleatorio, ¥. = ¥._; + 4,. el operador complejo asociado es ¢&(z) =< que tiene un

poloenz=1y5=|c_ | =1

Conclusiones:
Una consecuencia inmediata de [18] es que cuando p tiende a incrementar su valor,

los residuos del operador ¢(z) buscan agruparse cerca de cero pero siempre con

. . . . 1
una frontera dada por la circunferencia centrada en el origen de radio =. Este
bl

resultado se cumple siempre que se considere la clase de procesos autorregresivos
tal que |c,f:?,| + -4y | =1, ¢, sea significativamente distinto de cero y las raices

Zy,%Z,,..., %, tengan orden de multiplicidad igual a uno. Es preciso sefalar que

B

ademas de que el coeficiente ¢, tiene que ser significativamente distinto de cero,

no debe perder representatividad en la estructura con respecto a los otros
paréametros™. El corolario donde se enuncia la condicion {21} resulta fundamental
para establecer el parametro de situacion de la distribucién de Pareto propuesta
para la variable aleatoria ¥. Conocer la forma en la que se distribuye la suma de los
moddulos de los residuos como variable que agrupa en una sola medida la
informacidn que aportan los p residuos de ¢(z), es importante para tener idea, a
priori, de la posible estacionariedad de un proceso. Debe tenerse en cuenta, no
obstante, que (21} no implica que un proceso no estacionario tenga siempre un
valor observado de § inferior o igual a 1. Por ejemplo, si
@q(z) =1+ 03z + 06z + 0,82, el operador ¢(z) permite obtener §= 1,11531 = 1,
sin embargo el proceso que genera ¢(z) no es estacionario. Las consideraciones
mostradas en la discusion del apartado anterior no pueden usarse como contraste
de estacionariedad.

Puede observarse que el trabajo presentado aqui aporta informacion

complementaria sobre la estacionariedad de los procesos autorregresivos

abriendo una directriz de trabajo alternativa al estudio de los modelos que los
17
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describen. Como lineas futuras de investigacion, se continuara con el analisis de
los residuos del operador complejo asociado a un proceso autorregresivo,
estudiando propiedades y aplicaciones de interés a las que el estudio resulte

funcional.
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f_Un conjunto es abierto si no contiene a ninguno de sus puntos frontera.
" Se dice que z; es un punto de acumulacién para un conjunto 4, si cualquier entorno del

punto =z, contiene un conjunto infinito de puntos pertenecientes a & CITATION Mar70 \I
11274 | (Markushevich, 1970)}.
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i La clase de funciones analiticas estd formada por las funciones complejas de una variable
compleja que poseen una derivada dondequiera que se defina la funcién. Con igual significado
se usa el término funcién holomdrfica (Ahlfors, 2013).

V' Si en (&) r_, #0 para algun n pero ¢, =10 para todo m=n, el punto = se llama polo de orden .
Un polo de orden 1 se llama usualmente polo simple (Apostol, 2009).

Y Puede utilizarse la técnica de transformacion de variables explicada, entre otros, en el libro
Probabilidad y Estadistica para ingenieria y ciencias, de Walpole y Myers, citado en las
referencias bobliograficas, para fundamentar tales afirmaciones.

V" En el sentido definido en Time Series Analysis, Univariate and Multivariate Methods de
Williams Wei, Cap. 2, pag.6.

Yi'Un dominio simplemente conexo es un dominio tal que todo contorno cerrado simple dentro
de él encierra so6lo puntos de él. Cuando no es simplemente conexo se llamard mdltiplemente
conexo (Churchill & Brown, 1992).

V' Obsérvese que por la condicién de estacionariedad de un aais). y puesto que el circulo unidad
esta contenido en y. resulta 4=2 Como caso particular, v puede ser una circunferencia y 4 su
diametro.

* Las caracteristicas de los parametros de procesos estacionarios puede consultarse en las
referencias bibliograficas citadas al final del documento.

* Euente: INDEC (Instituto Nacional de Estadisticas y Censos. Republica Argentina).

¥ Sélo se propone tal presuncién como ejemplo ilustrativo.

*''En este punto es importante estudiar la sobreparametrizacién del modelo.
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