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Resumen

En este trabajo se muestra la imposibilidad de construir un mapa perfecto de la
superficie de la Tierra. En primer lugar, presentamos las condiciones necesarias que
debe cumplir una proyeccidn para confeccionar un mapa ideal de la superficie
terrestre. Luego, se demostrara que tal proyeccion no existe debido a las diferencias
existentes entre las curvaturas Gaussianas de la esfera, considerada como un modelo
de aproximacion a la superficie terrestre, y el plano, superficie en la que se dibujara el
mapa deseado. En virtud de este resultado, se estudiara la teoria de las
deformaciones (objeto de estudio de la cartografia matematica) con el fin de conocer
la forma e intensidad de las deformaciones producidas por cada proyeccion.
Finalmente, se muestran, a modo de ejemplos, algunas proyecciones cartograficas.
Palabras clave: Cartografia matematica, Proyecciones cartograficas, Curvatura

Gaussiana, Teorema Egregium de Gauss.
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Cartographic projections and Deformation Theory

Abstract

The main objective of this paper is to show the impossibility of building a perfect map
of the surface of the Earth. First, we present the conditions to be met by a projection
to make a perfect map of the Earth's surface. Then, it demonstrates that such
projection does not exist due to differences between the Gaussian curvatures of the
sphere, considered a model approach to the Earth's surface and the plane surface on
which the desired map will be drawn. Under this result, we are going to study the
theory of deformations (object of study of mathematics mapping) in order to know the
shape and intensity of the deformations produced by each projection. Finally, are
shown, as examples, some map projections.

Key words: mathematical cartography, Cartographic projections, Gaussian curvature,

Theorem Gauss Egregium

Projecoes cartograficas e Teoria Deformacao

Resumo

Neste mostra-se a impossibilidade de construir um mapa perfeito da superficie da
Terra. Em primeiro lugar, as condicdes neccesarias que debe cumprir uma protecao,
para criar um mapa perfeito da superficie terrestre. Logo, se demonstrara que tal
projecdao ndo existe devido a diferencas existentes entre as curvaturas Gaussianas da
esfera, considerada como um modelo de aproximagao a superficie terrestre e o plano,
superficie em que se desenhara o mapa.En virtude de este resultado se estudara a
teoria das deformacdes (objeto de estudo da cartografia matematica), com o fim de
conhecer a forma e intensidade das deformacdes produzidas por cada projeccao.
Finalmente, mostra-se, a modo de exemplos, algumas projecoes.

Palavra chave: cartografia matematica, projecbes de mapa, a curvatura Gaussian,

Gauss teorema Egregio.
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Eleccion del Tema

El estudio de la cartografia matematica y la construccion de mapas es fundamental
para muchos aspectos de la vida cotidiana. Entre ellos podemos destacar a los
sistemas de informaciéon geografica (SIF) y especialmente a los sistemas de
posicionamiento global (GPS). Ademas, es importante a la hora del trazado rutas
aéreas o rumbos en navegacion, como asi también para la comprension de distintos
fendbmenos en regiones particulares. Por lo tanto, estudiar las herramientas
matematicas que describen a estas proyecciones cartograficas permiten comprender

la gran variedad de ellas junto a sus usos y aplicaciones.

Definicion del problema

Estudiaremos el problema de construir una proyecciéon cartografica ideal de la
superficie de la Tierra, entendiendo por ideal a una representacién capaz de conservar
invariantes ciertos elementos métricos.

A la hora de encontrar una representacidon que cumpla tales condiciones, estamos
interesados en construir una proyeccidn que mantenga elementos tales como
distancias, geodésicas, angulos, direcciones, areas, etc.

Este problema puede resolverse estudiando la teoria de las transformaciones
diferenciables entre superficies, y hallando una transformacién isométrica entre la

superficie del plano y la superficie de la esfera.

Antecedentes y Justificacion del estudio

En la actualidad, la cartografia se define como una disciplina cientifica que se ocupa
de la representacion grafica de la Tierra o de parte de ella, o de cualquier otro cuerpo
celeste, para lo cual se utilizan fundamentalmente los mapas.

La cartografia se compone de tres partes fundamentales. En primer lugar, la
adquisicién, analisis y tratamiento de la informacion geografica que posteriormente se
utilizard en la elaboracion de los mapas. La segunda se conoce con el nombre de
cartografia matematica y se ocupa del estudio de las proyecciones, transformaciones
geométricas y matematicas, de la superficie terrestre en un plano. La tercera y Gltima

parte de la cartografia es el disefio y publicacion de los mapas.
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El estudio de las proyecciones cartograficas ha sido abordado por muchos autores
debido a sus multiples aplicaciones. La construccién de mapas es fundamental para
los sistemas de informacion geografica (SIF) y especialmente en los sistemas de
posicionamiento global (GPS). También es necesaria para la determinacién de rumbos
en navegaciéon, para el estudio de las superficies de otros cuerpos celestes, para la
evolucion de distintos fendmenos en las regiones polares (tales como el agujero de
ozono), en la confeccion de mapas estadisticos para estudiar la distribucidn de
cultivos, sueldos, etc.

Sin embargo, en la mayoria de los trabajos actuales en cartografia matematica se
expone una inmensidad de proyecciones cartograficas junto a sus caracteristicas y
usos. Pero rara vez mencionan el porqué de tantas representaciones cartograficas. Es
decir, no explican detenidamente el porqué de la imposibilidad de construir un mapa
perfecto de la superficie de la Tierra capaz de satisfacer todas las necesidades a la
vez. En el mejor de los casos se recurre a razonamientos geométricos que comparan
los angulos interiores de un triangulo esférico y uno plano. Se muestra que la suma
de los angulos interiores de un tridngulo esférico siempre es mayor a la suma de los
angulos interiores de un tridngulo plano. Esto permite descartar la existencia de una
isometria (transformacion que deje invariante los elementos métricos necesarios)
entre la esfera y el plano, pero dichos argumentos no atacan directamente a la raiz
del problema.

Por este motivo, emprenderemos el camino hacia el estudio de conceptos propios de
la geometria diferencial tales como primeros y segundos coeficientes fundamentales,
curvaturas, entre otros; que nos permitan comprender los fundamentos de la

imposibilidad de construir un mapa ideal de la superficie terrestre.

Limitaciones y Alcances del Trabajo

En este trabajo expondremos las razones por las cuales no es posible construir un
mapa ideal de la superficie terrestre. Para arribar a este resultado adoptaremos el
modelo esférico como superficie de representacion de la Tierra. Debido a esta
aproximacion, el modelo es aplicable para regiones lo suficientemente extensas. Para

obtener resultados mas precisos puede utilizarse el modelo del elipsoide de revolucidn
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como superficie de representacion del planeta. Este trabajo no realiza tal desarrollo,
pero puede servir como punto de partida para tal objetivo. En tal caso, el desarrollo
tedrico que aqui se presenta puede adaptarse, teniendo en cuenta los cuidados

necesarios, al modelo del elipsoide de revolucion.

Objetivos

Explicar los fundamentos que descartan la posibilidad de un mapa perfecto de la
superficie de la Tierra, y estudiar algunas proyecciones cartograficas destacando

ventajas y aplicaciones.

Hipotesis

Las curvaturas del plano y la esfera nunca son iguales y, por lo tanto, no existe una
transformacidén isométrica entre dichas superficies. De esta forma, no existe una
representacién o proyeccion que mantenga invariante los elementos métricos

necesarios para la confeccién de un mapa perfecto.

Metodologia

A continuacién, se expondran los principales conceptos que permiten arribar a los

objetivos planteados.

Desarrollo del trabajo

Como mencionamos al comienzo, en principio daremos las condiciones que ha de
cumplir una proyeccidén que resulte ideal para la superficie de la Tierra.

Para ello, mostraremos, de manera intuitiva, que una proyecciéon tal, capaz de
preservar las distancias entre puntos entonces conservara los caminos mas cortos
(geodésicas), los angulos y las areas. En efecto, mantendra todos los elementos
métricos necesarios invariantes. Este tipo de transformaciones son las denominadas

isométricas.
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En primer lugar, toda proyeccion de la esfera en el plano que preserve las distancias
(esto es, que la distancia entre dos puntos cualquiera de la esfera sea igual a la
distancia entre sus imagenes en el plano) también preservara las geodésicas.
De esta manera, mediante la proyeccidon buscada las circunferencias maximas se
transformaran en rectas en el plano. Esto se debe a que la distancia entre dos puntos
P y Q de una superficie S se define como el infimo de las longitudes L(C) de todos los
posibles arcos regulares C de S, que unan los puntos en cuestion.
En el plano, D(P,Q) (distancia entre P y Q), resulta ser la distancia euclidea y existe
siempre un arco de longitud minima, Unico, y es el segmento de recta entre P y Q. De
esto se deduce que en el plano las geodésicas son rectas mientras que en la superficie
esférica son las circunferencias maximas, es decir curvas que resultan de intersectar
la esfera con planos que contienen al centro de la misma.
Probaremos esto por reduccion al absurdo. Es decir, supongamos que nuestra
proyeccidon no preserve las geodésicas. Por lo tanto, existiran dos puntos A y B sobre
la esfera, y un punto C sobre el camino mas corto entre los anteriores (circunferencia
maxima que pasa por A y B) de forma que su imagen en el plano C" no pertenecera a
la recta que une las imagenes A’y B” de los puntos A y B, respectivamente.
Asi, se presenta la siguiente situacion, debido a que las distancias son preservadas
por esta proyeccion, se tendra,
D(A,B) = D(A",B") (1)
Como C pertenece a la circunferencia maxima que pasa por A y B, se puede escribir.
D(A,B)=D(AC)+(C.B) (2)
Sin embargo, C’ no pertenece a la recta que unea A’y B’, entonces:
D(A.B")=< D(A".C")+D(C",B") (3)
Pero esta Ultima expresion, al preservarse las distancias, es igual a D(A,C)+(C.B),

De esto y de la expresion [1], se llega a una contradiccién, puesto que
D(A",B") < D(A.B)
El absurdo viene de suponer que no se preservan los caminos mas cortos. De esta
forma, hemos probado que los caminos minimos han de preservarse.
En segundo lugar, y utilizando la afirmacion anterior, mostraremos que las curvas de

la esfera son transformadas en curvas del plano de la misma longitud. Es decir,
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veremos que el hecho de preservar las distancias equivale a que se preserve las
longitudes de curvas.
Notemos que toda curva de la esfera puede ser aproximada por un numero finito

(suficientemente grande) de arcos de circunferencias maximas cuyos extremos

Py, Py, . By estdn sobre la curva. Asi, es posible aproximar su longitud mediante la
suma de las longitudes de estos arcos, o, dicho de otra manera, por la suma de las
distancias entre sus extremos, por ser los arcos de circunferencias maximas las
geodésicas que los unen:
L(C)= D(Purpﬂ"' D(PlFP2j+ -+ D(P,_4,F,)
Por otro lado, la curva plana imagen de la anterior, se aproxima por los segmentos de
rectas que son imagenes de los arcos de circunferencias maximas consideradas, es
decir por la suma de las distancias entre los extremos de dichos segmentos
F‘D’,Pi’,...,Fn’:
L(C) = D(PDJF'Pl,] + D(P1’rpzﬁj +--+D(P,, E, )
Pero, como la proyeccién conserva las distancias, entonces la distancia entre
extremos consecutivos en la curva esférica original es igual a la distancia de sus
imagenes, extremos consecutivos de los segmentos de la curva imagen:
D(P,P..,)=D(P ,P,,) i=01,.,n—1
De esta manera, se comprueba que la longitud de una curva en la esfera es igual a la
longitud de su curva plana imagen mediante la proyeccion.
Siguiendo con nuestro argumento, vamos a realizar una demostracion intuitiva de que
los angulos también han de preservarse si se mantienen las distancias. Dadas dos
circunferencias maximas de la esfera que se cortan en un punto, si consideramos una
circunferencia de radio R centrada en dicho punto (lo suficientemente pequefo)
entonces el angulo B entre dichas curvas (que es el angulo que forman sus vectores
tangentes) puede aproximarse mediante el cociente B = L/R (donde L es la longitud
del arco de circunferencia).
A continuacién, si tomamos una aplicacién que preserve las distancias, obtendremos
gue las circunferencias maximas se han transformado en rectas, y la circunferencia de
radio R sobre la esfera se transformara en una circunferencia de radio R centrada en
el punto de corte de las rectas. Luego, como la férmula anterior es valida en el plano

se deduce que el angulo entre las circunferencias maximas se conservara.
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Finalmente, concluiremos mostrando que si se preservan las distancias también se
preservara las areas. La idea de esta afirmacion se basa en que, dada una region
acotada en la superficie de la esfera, es posible cubrirla con una familia de regiones
delimitadas por meridianos vy paralelos que podemos considerar regiones
rectangulares (un nimero lo suficientemente grande de regiones que, por tanto, seran
lo bastante pequenas) y podemos aproximar el area de dicha region mediante la suma
de las areas de esos “rectangulos”. En el plano, obtendremos la regién imagen,
cubierta por la familia de rectangulos imagenes, y dado que la aplicaciéon conserva las
distancias, tendra la misma area.

En conclusion, hemos mostrado que las aplicaciones de la esfera en el plano que
preservan las distancias, o lo que es lo mismo, las longitudes de las curvas, también
preservaran las areas, las geodésicas y los angulos, es decir, todas las propiedades
métricas en las que estamos interesados. Como consecuencia de lo expuesto hasta el
momento, podemos concluir que para cumplir nuestro objetivo de hallar un mapa
correcto del mundo debemos encontrar o disefiar una proyeccién matematica de la
esfera al plano que resulte ser una isometria.

A continuacién, demostraremos que tal transformaciéon no existe, pero para ellos

debemos definir algunos conceptos propios de la Geometria Diferencial.

Primeros Coeficientes fundamentales
La diferencial de la funcidén vectorial que define la superficie en un punto y para un

vector du = (du, dv) es,

dx, 0Jx,
du  dv
dr = = v (dvj—r‘udu-l-rydv
dxg dxg
du dv
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Lo que permite expresar la distancia entre dos puntos separados por una distancia
diferencial, distancia definida por una variacién infinitesimal de los parametros,
(du,dv), segun,
ds?(du, dv) = ||dr||®
ds®(du, dv) = (rydu + 7,dv)(r du + 1,dv)
ds®(du, dv) =7, n,du® + 21, 1, dudv + 7, 1,dv?
Si se introduce la notacién E=r, 1, ,F=1,1,6 =7,7, se obtiene la primera forma
cuadratica fundamental de la teoria de superficies,
I(du,dv) = Edu® + 2Fdudv + Gdv*
A los coeficientes E,F v G se los denomina primeros coeficientes fundamentales que
son funciones deu y v.
Los primeros coeficientes fundamentales juegan un papel fundamental en el calculo de
longitudes de arcos, angulos y areas de superficies. En efecto, estos pueden calcularse

dependiendo de estos coeficientes segun:

Medida de distancias
Si se considera una curva sobre una superficie, r(t) = r(u(t),v(t)) y dos puntos
infinitamente préximos de la misma, 7(t) = r(t +dt), la distancia entre ello vendra

dada por:

= [ (B ror®d (& a
5= 1‘| dt dt dt dt

Para dos puntos t; ¥ t;.

Medida de angulos
Supongamos que P sea el punto en el que se cortan dos curvas de parametros t ¥ T
contenidas en la misma:

() = 7 (u(t), v(£))

(1) = 7 (u(z), (7))
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Siendo los vectores tangentes a dichas curvas en el punto comun:

. _du  _ dv
e = gy Ty
_,__,du _drv
Tr_ﬂLLE_FTBE

El angulo que forman dos curvas sobre una superficie en un punto comudn vendra
dado por el dngulo que forman los vectores tangentes a dichas curvas en el punto

considerado, angulo que por tanto se mide sobre el plano tangente.

du du dudy  dudv dv dv

o — At dT " F(Gra tarar)t O ae
ds ds
dt dt

Medida de Superficies
Sea el paralelogramo infinitesimal de lados diferenciales de curvas paramétricas,
dr(u) = r,duy dr(v) = r,dv. Es evidente que la determinacién de la superficie pasa por
plantear,

dA? = ||dr(w) X dr(v)||* = (EG — F*)du*dv?

Resultando,

A= ﬂ’ﬁ EG — F?dudv

Segundos Coeficientes fundamentales

Sit = r(wv) es una carta en una superficie de clase = 2, entonces en cada punto de la

misma existe una normal unitaria, N = -2 que es una funcién de u y v, de clase C'y

[y =l

que tiene la diferencial dN = N, du + N, dv.
Consideremos la siguiente cantidad:
Il = —drdN = —(r,du + r,dv)(N,du + N, dv)

= —7, N,du® — (v, N, +7, N, )dudv —7, N,dv® = Ldu® + 2Mdudv + Ndv?

v v

En donde,

—y —

1,
L=-7, N, M=—E[THNF+TFNE), N=-r N

v w
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La funcién II recibe el nombre de segunda forma fundamental de r = r(w,v). Los
coeficientes L, M, N se denominan segundos coeficientes fundamentales.

Se puede demostrar que (aqui no lo haremos y puede consultarse en la bibliografia)
los segundos coeficientes fundamentales pueden calcularse también a partir de las

siguientes expresiones:

Curvatura Gaussiana
Se define curvatura normal en un punto de una superficie y para una direccién como
la relacién entre la segunda y primera formas fundamentales,
I
" I
Se denominan direcciones principales en cada punto P de una superficie 5, a aquellas
para las que la curvatura normal, kn, alcanza los valores maximo o minimo y sus
respectivas curvaturas se denotan por k; v k.
El producto de las curvaturas principales se denomina curvatura gaussiana y se
denota por,
K = kyk,
Se puede demostrar que la Curvatura Gaussiana puede calcularse a partir de los
primeros y segundos coeficientes fundamentales segun la siguiente expresion:
LN —M?
~ EG —F?
A partir de las ecuaciones fundamentales de la teoria de superficies se deduce que la
curvatura gaussiana, en contra de lo que dice su definicidn, puede calcularse solo a
partir de los primeros coeficientes fundamentales. Esto es lo que se conoce como

Teorema Egregium de Gauss.

Teorema Egregium de Gauss
La curvatura gaussiana de una superficie de clase mayor o igual a 3 se expresa sélo

en términos de los coeficientes de la primera forma cuadratica y de sus derivadas.
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Geometria Intrinseca

Un aspecto importante de la geometria lo constituye el estudio de las propiedades de
una superficie que se conservan invariantes bajo ciertas aplicaciones, es decir, bajo
ciertas transformaciones a las que se ve sometida.

A continuacién, daremos la definicion formal de isometria y demostraremos un
importante teorema en lo que sigue.

Se dice que una aplicacién inyectiva f de una superficie 5 sobre una superficie 5° es
una aplicacion isométrica o una isometria, si la longitud de un arco regular ¥ = r(t),

arbitrario, de S, es igual a la longitud de su imagen r* =r*(t) = f(r(t)) en 5*.

Teorema
Una aplicacidn inyectiva y sobreyectiva f de S sobre 5°es una isometria si y sdélo si en
toda carta r=r(wv) de S los primeros coeficientes fundamentales son
respectivamente iguales, es decir, si

E=E*F=F*"G=G"*
Siendo E*, F* ¥ G*los primeros coeficientes fundamentales en la imagen 7* = f(r{u,v))

de la carta.
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Demostracion

(<) Sea r(t) a=t = b un arco regular cualquiera C en 5. Puede ocurrir que € no se
halle totalmente en ninguna carta de 5. Sin embargo, como € es compacto estara
formado por un numero finito de arcos C;,t; =t <t,.,,i =0,1,..,n — 1 consecutivos y
tales que C; estén en alguna carta 7, =7, (1, v). Luego la longitud de arco en una carta

viene dada por:

L©)=) LE)=) I f :[HJEE 2k, (2) (%) +a. (g) it

Pero, por hipotesis, es para todo i E; = E;*,F, = F,",G; = G,". Por lo tanto,

o= B[ oG v ()G (5 4] - B

De este modo, la longitud de un arco cualquiera € de 5 es igual a la longitud de su

-
=

imagen C* de 5%, y de esta manera, f es una isometria.
(=) Sea (w,v) un punto arbitrario perteneciente al dominio de r = r(w,v). Por otra
parte, sean u(t) y v(t),a <t < b un arco arbitrario que pase por el punto y C.,C.* sus

respectivas imagenes en el intervalo a =t < 7. Como f es una isometria se tiene

T | a2 - - -2 T | R 2
Hea= |, .JE(%J +2¢(3) (F) + () ar=1c)= | E (G ) +2r (B (&) 46 () a

Pero lo anterior vale para todo t. Por lo tanto, para todo valor de t y, en particular, en
el punto (u, v}, se tiene

E(du)z oF (du) (dv) i (dv): _ e (du)z 4o (du)(dv) . (dv):
dt de ) \dt de) dt dt ) \dt dt

Pero, como hemos supuesto que la curva u = u(t), v = v(t) que pasa por el punto es

. . .7 . du dv
arbltrarla, la ecuacion anterior vale en (‘IL,?.?:] para E,d— De aCIUI se concluye que

E=E*F=F"G=G"para cada (u,v).

De esta manera, hemos probado que las isometrias mantienen los primeros
coeficientes fundamentales y, en particular, todos aquellos elementos que dependan
de los mismos. Al conjunto de todas las propiedades que se mantienen invariantes

bajo isometrias se lo conoce como geometria intrinseca.
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De lo anterior y del Teorema Egregium de Gauss se deduce que la curvatura
Gaussiana es una propiedad intrinseca, de manera que, en puntos correspondientes
de dos superficies isométricas, las curvaturas gaussianas son iguales.

Asi, a partir del contra reciproco, se tiene que si dos superficies tienen curvaturas
gaussianas distintas dichas superficies no son isométricas. Por lo tanto, la solucidén a
nuestro problema cartografico puede verse como un resultado particular del Teorema
Egregium de Gauss. De esta manera, para demostrar que no existe una isometria
entre el plano y la esfera mostraremos que sus curvaturas gaussianas nunca
coinciden. Por este motivo, se termina con la idea de una proyeccidén ideal de la

superficie terrestre.

Resultados

Curvatura Gaussiana del Plano y de la Esfera
La ecuacion del plano que pasa por un punto P y paralelo a dos vectores linealmente
independientes w; ¥ w, viene dada por la siguiente expresion:
r(w,v) = uw, + vw, + P
Resulta entonces,
L=0,M=0N=0-LN— M =D—>M=D—>K=D
EG—F*-
Para la esfera parametrizada por r(u, v) = (rsen(v) cos(w), rsen(v)sen(u), reos(v)) se
tiene,
1, = (—rsen(v)sen(u), rsen(v) cos(u),0)
r, = [:*rcos[v:] cos() ,T‘CGS[:E?:]SER(H:],—TSER(E?:])
De la definicion de la primera forma cuadratica fundamental, se extraen las
expresiones que permiten calcular los primeros coeficientes fundamentales

E=T’u Tu’FzruTr’GzT‘rTr
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Procedemos a calcular los mismos:
E = (—rsen(v)sen(u),rsen(v) cos(w) ,0) - (—rsen(v)sen(w), rsen(v) cos(w) ,0)
E = r?sen®(v)sen® (u) + r*sen’ (v)cos?(u) = E = r?sen” (v)
F = (—rsen(v)sen(u),rsen(v) cos(u),0) - [’rcas[v] cos[u],rcos[v]sen[u],—rsen[iﬂ])
F = —r?sen(v)sen(u) cos(v) cos(u) + r*sen(v) cos(u) cos(v) sen(u) = F =0

G = (T‘CG.S‘(E:J] ccrs(u],rcas(iﬂ]sen(u],—rsen(v])

- ['rcus[v] cos(uw) ,reos(v)sen(u), —T‘EET?,[:E:J:])
G = ricos?(v)cos®(u) + r*cos*(v)sen®(u) + r’sen’ (v)
G =ricos*(v) + risen®*(v) = 6 =1*

Luego, calculamos el vector normal unitario segun,

o ExE
ll7, x 7,1l
1, X1, = (—r’sen®(v) cos(u), —r? sen® (v)sen(u), r’sen(v) cos(v))

Iry X 7,112 = (—r’sen®(v) cos(w))? + (—r’sen® (v)sen (u])z + (r?sen(v) cos(v))?
I, X R lI? = r*sen®(v)cos®(u) + r*sen® (v)sen®(u) + r*sen’ (v)cos?(v)
I, x 7, lI* = risen®*(v) + r*sen® (v)cos®(v)
I, x 7, I = r*sen® (v)(sen®(v) + cos*(v))
Iry x 117 = r¥*sen®(v) = lIr, x|l = r*|sen(v)]
Pero, como 0 < v < m resulta sen(v) = 0. Por lo tanto, se obtiene,
I x 7l = rsen(v)
De esta manera, estamos en condiciones de calcular el vector normal unitario

(—r?sen’ (v) cos(u), —r* sen® (v)sen(w), r’sen(v) cos(v))

N = >
resen(v)

N= (—sen(v) cos(u), —sen(v)sen(u), — cos(v))

Ahora, debemos calcular los segundos coeficientes fundamentales. Nuevamente

utilizaremos las expresiones

e

L=7_'N, M=7_ N y N

!
h
=T

uw
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Previo, calcularemos las derivadas segundas necesarias:

—_—

7, = (—rsen(v) cos(u), —rsen(v)sen(u); 0)

—_—

1, = (—recos(v)sen(w),reos(v) cos(w), 0)

Toe = (—rsen(v) cos(u) , —rsen(v)sen(w), —rcos(v))
Luego, los segundos coeficientes fundamentales resultan,

L = (—rsen(v) cos(u) , —rsen(v)sen(w); 0)
- (—sen(v) cos(u) , —sen(v)sen(u), — cos(v))

L = rsen’ (v)cos?(u) + rsen” (v)sen® (u) — L = rsen® (v)

M = (—rcos(v)sen(u), rcos(v) cos(u),0) - (—sen(v) cos(u) ,—sen(v)sen(u), — cos(v))
M = rcos(v)sen(u)sen(v) cos(u) — reos(v) cos(u) sen(v)sen(u) = M =0
N = (—rsen () cos(u) , —rsen (v)sen (), —rcos(v)) - (—sen(v) coslu) , —sen () sen (u), — cos())
N = rsen® (v)cos?(u) + rsen® (v)sen®(u) + rcos?(v)
N =rsen®(v) +recos®(v) = N =r

Finalmente, la curvatura gaussiana para una esfera de radio T resulta:

_LN - M? _ rsen® (v)r _ risen® (v) _

"~ EG—F? rlseni(v)r? risen(v) r?

En consecuencia, las curvaturas gaussianas son distintas, y por todo lo expuesto

anteriormente, la esfera y el plano no son superficies isométricas.

Teoria de las Deformaciones

En virtud de lo desarrollado, hemos comprobado que la superficie terrestre
(considerada como una esfera) no es desarrollable sobre un plano debido a sus
diferencias en las curvaturas gaussianas. Por lo tanto, las deformaciones son
inevitables en toda proyeccion cartografica y de esta manera es necesario conocer qué
deformaciones se producen en distintos mapas o cartas, asi como también la
intensidad de las mismas, su ubicacion, etc.

Consideremos la esfera terrestre y tomemos un punto P por el cual pasan sus
correspondientes meridiano y paralelo, y sea dicho punto el centro de un circulo
infinitesimal que al ser muy pequefio podemos considerarlo plano. Al tomar un punto

@ sobre la circunferencia, queda determinado el radio P@ = ds,
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En la proyeccion se tendra que @ se proyectara segun @ y ds segun ds’. Los puntos
correspondientes, a raiz de las deformaciones, no guardaran las mismas relaciones y
estaran ubicados en una elipse, salvo en las proyecciones conformes (aquellas que
mantienen los angulos), en que el circulo se proyectara en otro de mayor o menor
tamano. Asi ds’serd un semidiametro de la elipse, siendo variables su longitud y

direccién. Los semiejes principales de la elipse se llamaran da y db.

Deformacion Lineal
Se denomina mddulo de alteracidn lineal en un punto de una proyeccién al cociente

entre la medida o distancia en la proyeccion y su correspondiente en la esfera. Se

. . ds’ ., , . . .7 . .
simboliza T = d—z siendo ds" la distancia en la proyeccion y ds |la distancia en la esfera.
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Elipse indicatriz de Tissot

. . . . e ds=" , ~ ..
Si se dibuja una elipse cuyos semidiametros sean t = —. sera de tamano finito. Esto

permite definir la Elipse indicatriz de Tissot, la cual tiene como semididmetros

principales a los valores maximo y minimo del mdédulo de la alteracion lineal. Es decir,

__ da db

Tmax = Ez 'Nl Y Tmin = gs = NZ

ds" . ’ .y . s
El valor det = - puede ser mayor, igual o menor a 1, segun la proyeccion y también,

en la misma proyeccién, segun la ubicacién del punto P y ademas segun la direccion
de T para un mismo punto F. Es decir, T = f(@, 4. a).
Por otro lado, al representar una superficie cualquiera S sobre otra (imagen) S'se
establece entre ellas una correspondencia tal que a un punto de una corresponde un
punto Unico y determinado en la otra. La primera superficie en nuestro caso sera la
esfera y la segunda un plano, salvo que se utilice una superficie auxiliar como un
cilindro o un cono que luego se desenrollara sobre el plano, en el cual se adoptara un
sistema de ejes ortogonales, siendo generalmente el eje de las ordenadas (¥) el que
contiene a la proyeccién del meridiano central de la regidén a representar.
Las relaciones analiticas que determinan la correspondencia entre puntos de ambas
superficies se denominan ecuaciones de representacidon. Las mismas estaran dadas
por expresiones del tipo:

X=fi(e.d) obienX = X(@,4)

Y=Ff (o A)obienY =V(g 1)
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En donde X e ¥ son las coordenadas de los puntos de 5 en el sistema ortogonal
adoptado.

A continuacién, se daran expresiones para calcular las alteraciones lineales,
superficiales y angulares. Se puede demostrar que el mddulo de alteracion lineal
depende de los primeros coeficientes fundamentales para la parametrizacion de la
esfera dada en coordenadas geograficas, y que a partir de las deformaciones maximas
y minimas, se pueden obtener los valores de los semiejes principales de la Elipse de

Tissot sobre los cuales es posible determinar la alteracién superficial y angular.

La esfera en Coordenadas geograficas
La parametrizacion de la esfera en coordenadas geograficas es:
7(@, X)) = ( Rcosg cosA, R cosg send , Rseng)
Donde r: U = R® midiendo a la latitud @ en el sistema sexagesimal, de 0° a £90° y la

longitud 4 de 0° a £180°, siendo positivo al este y negativo al oeste.

Mddulo de alteracion lineal:
El médulo de alteracién lineal puede calcularse a partir de:

E'cos“a 2F cosa sena G'sen“a

"
r

T:

R? Rcosgp R?cosep
A partir de la expresién anterior es posible determinar rapidamente algunos valores
particulares de t. Por ejemplo, para curvas geodésicas contenidas en el meridiano

(. = 0%) quedara:

. FE VE
T" = 3T =—
R- R

De la misma manera, las curvas geodésicas contenidas en un paralelo, es decir

definidas por dos puntos de un mismo paralelo (& = 90%), se deformaran segun:

5 G’ VG’
T = ST =
Recos<g Rrosg

Cuando la alteracion lineal es sobre un meridiano se denota T~ h, mientras que

W‘E "a‘?

cuando es sobre un paralelo se escribe T = k. Por lo tanto, serd h = =Y k=

Reosp
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De la ecuacion anterior es posible hallar los valores de deformacién maxima y minima

que corresponden a los ejes N; y N, de la elipse de Tissot.

Mdédulo de alteracion superficial:

Se llama moddulo de alteracidon superficial o areal a la relacidon entre las areas
. . . s . . dd” . , ’
diferenciales en la proyeccion y en la esfera. Se simboliza u = o siendo d4” el area en

la proyeccién y dA el drea en la esfera (de la misma zona). El mddulo de alteracidn
superficial se puede calcular como el producto de 1., Y T,.:-

Asi, en el caso de las proyecciones equivalentes, la condicién es que g = NyN, =1

Si las proyecciones de un paralelo y un meridiano se cortan en un angulo recto en un
punto, N; ¥ N, coinciden con los moddulos kv h, entonces, si la proyeccién es

equivalente (conserva areas), se cumple que hk =1,

Mddulo de alteracion angular:

Es el cociente entre el incremento de un angulo medido en la proyeccién y el
. . . da’ . .
respectivo incremento medido en la esfera: & =ﬁ pudiendo ser este cociente mayor,

igual o menor a 1.
Puede demostrarse que la deformacion maxima depende de los semiejes de la elipse
de Tissot. En concreto, se prueba que:

N, — N,

8 e = 2ATcsen ————
Ny+ N,

T

A partir de este resultado se observa que si la proyeccidon es conforme,

2arcsen———— = 0° = Ny, =N,
N,+ N, -

De esta manera, la elipse indicatriz de Tissot se convierte en un circulo mas grande,

mas pequeno o igual que el correspondiente en la esfera.
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Ejemplos de Proyecciones Cartograficas
Finalmente, se presentaran algunas proyecciones cartograficas y se analizaran las

caracteristicas y usos de cada una de ellas.

Proyeccion Acimutal Ortografica Polar

Las coordenadas de esta proyeccion son X = RcosgsenAd, Y = ReosgcosAd, donde
AL =A— 4,y 4, es la longitud del meridiano central.

Los paralelos se proyectan segun circunferencias concéntricas con el centro de la
proyeccion, que se van acercando entre si a medida que se avanza del Polo al Ecuador
y segun sus magnitudes reales. Es decir que el mdodulo de alteracién lineal en la
direccién de los paralelos es 1. En virtud,

7(p, 1) = (Recosg cosAd, RcosgpsenAl) vy G =71, 1y

o (ax HY) (ax 61’) B (BX)E N (81’):
“\aataas \ar'ar) \aa aa
- G = R%cos%p
De esta manera, se obtiene:

— %
I VG R cos-g@

- Rcosg B Rcosg

Por otro lado, los meridianos se proyectan segun rectas radiales concurrentes en el
centro de la proyeccién, formando entre si angulos rectos. La medida de los
meridianos se ve alterada de manera que resultan ser menores que las reales. Esta
deformacion puede calcularse a partir de:

—_—

(@, A) = (Rcose cosAA, R cospsenAl) v E'= ﬂ s

EF_(&X 6Y) (SX SF)_(SX)E_I_(&}’):
\dp’dp) \dp'de/ \do do

— E"=R%sen®yp
Luego, queda:
_ w.,"?_ \ Risen®p
h=g = R
Como deciamos anteriormente, las proyecciones de meridianos y paralelos forman

= seng

angulos rectos, entonces se verifica que Ny =k =1y que N, =h < 1, Por lo tanto, la

proyeccion no es conforme ya que k # k, ni tampoco equivalente debido a que hk + 1.
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En funcidn de las caracteristicas expuestas esta proyeccion es utilizada para
cartografia politica o tematica de las regiones polares. Por ejemplo, en Argentina, se

la emplea para la representacion del sector antartico.

Proyeccion Cilindrica Normal Tangente Equivalente
Las coordenadas cartesianas de la proyeccién son: X = RAAY = Rseng siendo
AL =4 — 4, (medido en radianes) y 45 la longitud del meridiano central.
El Ecuador se proyecta en una recta de longitud correcta y los demas paralelos segun
rectas paralelas al Ecuador que se van acercando cada vez mas entre si a medida que
nos acercamos a los polos. Las medidas de los paralelos pueden calcularse a partir del
modulo de alteracion lineal:

VG R 1

k= = = = secp = Nl
Reosep  Reosg  cosg

De modo que las longitudes de los paralelos aumentan.

Por otro lado, los meridianos se transforman en rectas paralelas equiespaciadas,
perpendiculares al Ecuador, de longitudes incorrectas pero menores a las reales. En
efecto, si se calcula el médulo de alteracién lineal en la direccién de los meridianos
resulta:

- w..“?: JR%cos?e _ Rcosp

R R R

A partir de esto podemos notar que se trata de una proyeccidon equivalente pues

=cosg = N,

hk = 1 pero no conforme ya que k # k. Ademas, podemos observar también que h < k,
es decir que N, es el semieje mayor de la Elipse de Tissot.

La deformacion angular maxima en cada punto de la proyeccién puede obtenerse a

partir de:
N, — N, 1—cos’e
8 e = 2arcsen ——— = 2arcsen—————
N;+ N, 1+cos @

En funcién de su propiedad por mantener las areas, esta proyeccion es muy usada
para mapas de tema estadisticos (distribucién de cultivos, sueldos, etc.) sobre todo

para zonas ecuatoriales en donde no se presenta mucha deformacion.
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Proyeccion Cilindrica Normal Tangente Conforme de Mercator

Las coordenadas cartesianas vienen dadas por X=RﬂA,Y=Rinmn(45“+$],

=

Ad = A — 4, (medido en radianes) y 4; la longitud del meridiano central.
El Ecuador se transforma en una recta de longitud correcta, mientras que los demas
paralelos se proyectan mediante rectas de mayor longitud que las reales. Esto puede
determinarse calculando el médulo de alteracion lineal &:

VG R 1

- Reosgp - Reosg B COSE

k

= secyp

Los meridianos se proyectan en rectas paralelas equiespaciadas de longitudes
infinitas. Su deformacion en cada punto viene dada por el moédulo de alteracién lineal
h:

R
,ua?_ 2s5en {45“ +%) cas(45'= +E)
R

h=-—= 2
R
2sen (45“ + %) cos (45“ + %) sen [2 (45“ + %)] sen(90° + @)  cose

h = secep

Se verifica asi que la proyeccién es conforme ya que h =k =N, =N, y la Elipse de
Tissot resulta ser una circunferencia. También se observa que no es una
representacién equivalente ya que hk = sec® @ = 1.

Una propiedad interesante de esta proyeccién es que, al ser isdgona, las lineas
loxodromicas (aquellas lineas entre dos puntos de la superficie terrestre que partiendo
de uno hacia el otro intersectan a los meridianos siempre con el mismo angulo) se
transforman en rectas. Por esta razdn, se utiliza para mapas de navegacién y, en
general, en la confeccidn de planisferios. Hasta el siglo XIX la mayor parte de los

planisferios se dibujaban a partir de la proyeccion de Mercator.
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Discusiones y Conclusiones

En funcidon a nuestro primer propdsito, hemos descartado la existencia del mapa
perfecto a partir de las diferencias entre las curvaturas Gaussianas de la esfera y el
plano. Cabe destacar que este trabajo, a diferencia de otros que han sido consultados,
se ha ocupado de explicar el porqué de esta imposibilidad desarrollando los conceptos
propios de la geometria diferencial necesarios para arribar al Teorema Egregium de
Gauss, y mostrando asi que la solucidn de nuestro problema puede verse como un

caso particular de este.

Especificamente, se muestra que ri:qt 0 ¥r, siendo r el radio de la esfera. Se puede

’ . 1
observar aqui, que cuando r —+ @, la curvatura gaussiana de la esfera K === 0, es

decir, se asemeja a la curvatura del plano, por lo que las confecciones de mapas para
zonas bastante extensas pueden realizarse adoptando este modelo, mientras que para
regiones reducidas o especificas es necesario considerar al elipsoide de revolucién
como superficie de referencia terrestre.

En relacion a nuestro segundo objetivo, se presentan los conceptos propios de la
teoria de las deformaciones de las proyecciones cartograficas. Se desarrolla y se
ejemplifica la manera de determinar la Elipse Indicatriz de Tissot, a fin de medir las
deformaciones en cada punto o regidén del mapa. Se muestran ejemplos de
proyecciones acimutales y cilindricas. También se estudia la manera en que se
deforman meridianos y paralelos, y en funcidn de estas cualidades, se muestran los
usos que se les da a cada una de ellas.

Estos mismos conceptos pueden trabajarse en otros modelos (como en el caso del
elipsoide de revolucién) teniendo en cuenta las exigencias necesarias para las

mediciones realizadas en esta nueva superficie de referencia.
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